COLL EGE MILITAIRE ROYAL DU CANADA
EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016

TROISI EME ANN EE EXAMEN DE SYNTH ESE

GEF311B: Signaux et sysemes

Samedi, le 23 avril 2016, 13:00 - 16:00 h.
EXAMINATEUR: G Drolet, Professeur ageg
DUR EE: 3 heures

REMARQUES: 1. Calculatrice portative est permise. On interdit strictenent les
calculatrices communiquantes, de méme que le stockage dées,
diagrammes ou formules qui ne sont pas fournies avec I'exame

Examena livres fernes.
Des feuilles de formules sont attacleesa I'examen.
Repondeza toutes les questions.

Les questions ont toutes la méme valeur.

o o M w DN

Justi ez toutes vos eponses.



EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016

GEF311B: Signaux et sysemes
Question 1

1. Le signalx(t) periodiquea puissance nie de la gure 1 (sinusode redessea demi)
est cecrit par I'expression:

b3
x(t) = glt nT);
n=1
al T > 0 est la periode etg(t) est le signalaenergie nie donre par
8
< Acos(2t=T) ; T4 t T4
o(t) =
-0 ; allleurs

(@)

Exprimez la puissance moyenne de(t) en fonction des paranetresA et T.

(b) En utilisant la paire de Fourier de la gure 2 et les propges de la transfornme de

(€)
(d)

(e)

Fourier, montrez que:
|

AT fT 1 fT +1

G(f), F gt) = e sinc > +sinc >

Indice: Remarquez queg(t) = A % cos 27‘ . Utilisez les proprees de
changement dechelle temporelle et de modulation avec laape de Fourier de

la gure 2.

Utilisez le esultat de la partie (1b) pour obtenir une exyression de la transfornme de
Fourier X (f ) du signal periodique x(t). Vous n'avez pasa simpli er I'expression.

Une expression simpliee de la transforme de FourierX (f ) du signal geriodique

x(t) est:

X A( 12
1 n?)

A l'aide de cette dernere, trouvez une expression pour laemsie spectrale de
puissanceS,(f ) de x(t).

Note: Vous n'avez pasa cemontrer que I'expression obtenue dama partie (1c)
estequivalentea I'expression simpliee ci-dessus.

Le signalx(t) est injece dans un lItre passe-bas ickal dont la fequeice de coupure
est 35=T et le gain est 12; la eponse en fequencH (f ) du ltre est:
8
< 12 ; jfj< 35=T
H(f) =
© 0 ; allleurs

X (f)=

NG

(f 1=+ (f +1=T) + (f  n=T)

n pair

Exprimez la puissance moyenne du signal a la sortie du Itreen fonction des
paranetres A et T.
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EXAMENS DU DEUXI

GEF311B: Signaux et sysemes

Question 1
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EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016

GEF311B: Signaux et sysemes
Question 2

2. (a) Quelle est la fequence dechantillonnage de Nyquigd'un signala bande limiee
de largeur de bande 10 kHz?

(b) Desechantillonsx,, n 2 Z, sont obtenus parechantillonnage du signal geriodique
a puissance nie
x(t) =10 cos 2 (50 Hz)t
au taux 1=T = 70 Hz, c'esta-dire x, = x(nT) = X(=55;)- Dans le but d'essayer

de reconstruirex(t)a partir de sesechantillons et de la periode dechantillonnage
T, on gerere le signal

s
Xs(t) = Xp (t nT)
n=1

gu'on injecte par la suite dans un ltre passe{bas iccal dedquence de coupure
1=(2T) = 35 Hz et eponse en fequence

8

< 1=70 ; jfj 35Hz
H({) =,

0 : ailleurs

La sortie du Itre est cenoke par y(t).

P
i. Montrez que Xs(t) = x(t) (t nT) .

n=1

ii. Montrez que:

Xs(f)  F (xs(1)
X
= 350 (f 50 70k)+ (f+50 70k)

k=1

dans laquellef est exprinmee en Hz.
Indice: Ultilisez les proprees de la convolution, les propretes de la trans-
forme de Fourier et les deux paires de Fourier suivantes:

X X
(t nT) !

n=1 n=1

(f n=T)

=l

10cos2 (50 Hzt !  X(f)=5 (f 50 Hz)+5 (f +50 Hz)

iii. EsquissezX(f) pour 140Hz f 140 Hz.

iv. Calculez la sortiey(t) du Itre passe{bas.
Indice: Remarquez que lesechantillong,, du signalx(t) sont prisa un taux
inerieura la fequence dechantillonnage de Nyquist; autrement dit, le criere
dechantillonnage de Nyquist est viok.
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EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016
GEF311B: Signaux et sysemes
Question 3

3. (a) i. Pour le circuit de la gure 3,
A. Calculez sa fonction de transfert.
B. Quels sont le type et I'ordre du ltre?

C. Quelle(s) condition(s) doivent satisfaire les compostas pour que le cir-
cuit soit un Itre normalie de Butterworth?

ii. Repetez la partie (3(a)i) avec le circuit de la gure 4.

(b) Un capteur de rotation a bre optique est instale dans un \ehicule pour en
contréler la direction. L'analyse des mesures e\ele qula performance du capteur

est limiee par un bruita des fequences sugerieuresa20 Hz qui est caus par les
vibrationsa l'inerieur du \ehicule.

i. Obtenez I'expression de la fonction de transfeiitl (s) d'un ltre de Butter-
worth du cinqueme ordre qui peuteliminer les composantes fequentielles
incesirables du bruit et aneliorer la performance du capeur (vous n'avez pas

a simpli er I'expression). Indiquez la position des p6ls deH (s) dans le plan
complexe.

ii. Concevez un circuit qui ealise la fonction de transférde la sous-question
(3(b)i) comme une cascade des circuits pesenes dans laus-question (3a)
en utilisant des esistances de valeuR = 100 . Remarquez que lesetages
de la cascade doivent étre isoks par ddsi ers.

Suggestion:  Factorisez d'abord la fonction de transfertd (s) en utilisant
la position des poles.

e
°4
t
v, (t) R Voult)
-
Figure 3:
L
YYY\ 0
+
Vin(t) c— R Vourlt)
o
Figure 4:
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EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016

GEF311B: Signaux et sysemes
Question 4

4. (a) Un symbole de l'alphabet ternairef mg; m;; m,g est transmis sur un canal de
communication discret bruie et un symbole de l'alphabet maire frg; r;g est
recu. Les probabilies de transition du canal sont donres sur le diagramme de
la gure 5. Le canal est utili’ par une source utilisantmg; m;, et m, avec les

probabilies
P(mg) = 0:4
P(my) = 0:3
P(my) = 0:3

i. CalculezP (rg), P(rq).
ii. CalculezP(mojro), P(M1jro), P(mM2jro).

Figure 5:

(b) Soit Y une variable akatoire ce nie par Y = jXj+1 as X est une variable
akatoire dont la fonction de densie de probabilie estdonree par:

:
s

2 x< 1

NI

1 x< 3

ENT

Px (X) =
0 ; ailleurs

Calculez et esquissez la fonction de densie de probalgilipy (y) de la variable
akatoire Y.
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EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016

GEF311B: Signaux et sysemes
Question 5

(c) Le vecteur moyen et la matrice de covariance d'un vecteakatoire X =[X; X;]
sont respectivement donres patr:

X = [0;1]
2 3
2 0:91188
. = 4 5
0:91188 1

et X1; X, sont des variables akatoires Gaussiennes (conjointenten

i. Calculez la moyenneY etlavariance 2 de la variable akatoireY = X;+2X,.

ii. Sachant que la variable akatoireY est Gaussienne, calculeR(Y 4).
Note: si vous n'avez pas eussia calculel ; 3, utilisez les valeurs:Y =
2 =
5. (a) Soit le signal:
x(t) = 10 cos(200t ) + 5 cos(300t )
i. Montrez que x(t) est un signal periodique et calculez sa periode.

ii. Calculez et esquissez la densit spectrale de puissardex(t) sur un graphe
clairement gradie.

iii. Xx(t) est moduk par la porteusec(t):
c(t) =2 cos(100t )

tel que monte dans la gure 6. Calculez la fequence cenale, la largeur
de bande et le gain du lItre passe-bande ickal de facona cque la densie
spectrale de puissance de la sorti€t) soit telle que sur la gure 7.

(b) Un processus akatoire ergodique GaussieX (t) ayant la densie spectrale de
puissance de la gure 8 est injece dans le syseme de la ga 9. est une
variable akatoire uniforme entre O et 2 qui est statistiguement incdependante de
X ().

i. Esquissez les densies spectrales de puissances Aig) et Y(t) sur un
graphigque clairement gradie (avec unies).

ii. Calculez la puissance de la sorti¥ (t) (avec unies).
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2(t) Filtre
x(t) —»O—» passe-bande |— y(t)
’ iceal
c(t)
Figure 6:
A 5.0
400 400
100 100
? I 1 T >
—200 —150 150 200
Figure 7:
Sx (f) [V?/Hz]
0.01
f [Hz]
50 50
Figure 8:
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EXAMENS DU DEUXI EME SEMESTRE 2015 { 2016
GEF311B: Signaux et sysemes

Question 5
Filtre
passe-bande
Z(t) .
X (t M iceal L - Y (t
®) N Centre = 500 Hz ®)
Gain=1
Largeur = 150 Hz

2 cos(2 (500 H2)t + )
Figure 9:

FIN
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Feuilles de formules

cos =sin( +90) 2cosucosv =cos(u V) +cos(u+ V)
2sinusinv=cos(u V) cos{u+ v) 2sinucosv =sin(u  v)+sin(u+ v)
2sin cos =sin(2 ) 2cog =1+cos(2)
2sit =1 cos(2) cos = &rel
sin = &8 P=Y¥=RI?
Rt
EM= , P()d g(t) (t to)= g(to) (t to)
R+ R,
(U to)g(t)dt = g(to) ;8 > O ,  ()d = u(t)
R, . ...
f(t) (t to)="F(t to) Es= 1 js(t)j%dt
. R = . . R + . .
Ps=lim ¢ "7 js(t)j?dt Po= £ T js(t)jdt
Rl : sin( x )
fog)y= 7 f()ot )d sinc(x) , =
P .
o(t) = Gyl 2T
k=1
P P _
= Apt Ay cos(2kt=T ) + By sin(2kt=T )
=1 k=1
= Cot Cykcos(2kt=T + )
k=1
R N R
Gk = £ g(t)e 12K=T dt Ao= Gg= Co= 2 _g(t)dt
R R
A= 2 _g(t)cos(2kt=T )dt; k =1;2::: Bx= 2 _g(t)sin(2kt=T )dt; k =1;2;:::
Ay = 2<(Gy) si g(t) est eel Bk = 2=(Gy) si g(t) est eel
8
3 arctan Aikk © siAK> 0
Ck= Af+B§ k= 5 arctan S © SiA< 0

5 Signum( By) ; SIA(=0



Feuilles de formules (suite)

Ck = 2jGyj sig(t) est eel k = \ Gk sig(t) est eel
Ay = Cycos(k) Bk = Csin( k)
Po=C3+ 1" Ci= | joi= A3l (AZ+BD)
k=1 k=1 k=1
G(f) = Ri g(t)e 127t gt g(t) = Ri G(f )e2ft df
®'! 1 11 (f)
P

(t nT)! %P f n=T) X(f)= "X, (f  n=T)

n=1 n=1 n=1

x
~
—
N—r

I

g(t KT)

k1= llLD | ) | P G(rJI_ZT) (f n:T)
= 17 G(n=T)g2mT =1
n=1
e R () = X0
<= 1«0 S(f) = Xo 2 (F n=T)
1 n=1
Pe= 1 Sc(f)df S.(f) = _Fpl Xo 2 (F fp)
R, R
Re( )= 1 x (Ox(t+ )dt Rx( )= 1 $x (Ox(t+ )dt
_ Rr-, (f) = x(MiH()i?
ReO= MM 7 X OXA+ At Gle) = sl (r)p2
Rx( ) ! x(f) Re() ! S(f)

R
Ro()= 1 X (y(t+ )dt

S estlireaire si
S axy(t) + bx(t) = aS xy(t) + bS x,(t)

8a; b2 R et pour tous signauxxi(t); Xo(t).



Feuilles de formules (suite)

S estinvariant si:
Sx(t) =y()) Sx(t to) =yt to)
8ty 2 R et pour tout signal x(t).

S est causal si:
S x(t) =ty = S x(tu(ty 1) =t

8ty 2 R et pour tout signal x(t) (u(0) = 1 dans I'expression ci-dessus).

Pour un syseme lireaire invariant on a: R
causal, h(t)=0;8t< 0 EBRB stable, ; jh(t)jdt< 1

Bn(s)Bn( 5)=1+ 7

Ha(j! )j? = ﬁ est une fonction monotonique decroissante de> 0.

! 1) 10loggjHn(j! )j? 20n log;o(!) 6:0206n log,(! )

n= o= g rintouz
2n 670 1
P(AB) = P(AjB)P(B) = P(BJAP(A) | = miier
RX
Fx(x)= P(FX  xg) = 1 px()d px(x)= &X
R 2 2
POu<X  Xx)= % px (x)dx px () = e & ™2
R
— 101 2=2
= p= e d R
Q()_ l‘ﬁl f | erf( ) = pZEOepzd
= 3 et »3 =1 2Q( 2)
=1 QC )
PX>x)=Q *x™m Px1<X x)=Q *% Q *=
P(X x)= Q™) B = e
Rl . Pxy (Xy)
Px(X)= 1 Pxv (x;y)dy Px (XJY = y) = pxjv () = B

X;Y sont incependantes, pxy (X;¥) = px (X)py (Y)



Feuilles de formules (suite)

— - 1 y b R1 Y
Y=axX+Db) py(y)= px () E[X]= | Xpx(x)dx =X
R _ )
Var(X) = | (x  X)?px(x)dx hm i m _
— = JE— —2 E anxn = anE[Xn] = X aTr
= (X X)2 = X2 X n=1 n=1
h i
x =Cov X" X Var(X a'™)=a x a'
h [
Cov(X;Y) = E (X X)Y YY)

_ X;Y sont cecorekes si Cov(X;Y ) =0
XY XY

X;Y sont incependantes) X;Y sont cecorekes, E[XY ]= E[X]E[Y]

W(X):WGXP 2k X))t (xo X)T

. R x (tl, tz) , E X (tl)X (tz) fonction
mx (t) , E(X(t)) fonction de moyenne deX (t) d'autocorelation de X (t)
ergodique) stationnaire ) stationnaire dans le sens large E(X (tE»((X(t(tB f gx (t, ty)
1 2)) = x(t2 1
Rx (0) @lfissance moyenne AC + DC I'ilm Rx ()= m% puissance moyenne DC (dans
1 Sx(f)df le cours 311 seulement)

R |
I||r51 . Sx (f)df  puissance moyenne DC Rx()=Lx()+ m3

Sx(f)=F Rx() Sy (f) = Sx(f)iH(f)i?

my = my H(0) _ 2
Z B Ry()=a"Rx()
= my 1 h(t)dt (= ax() Sy(f)= a*Sx(f)

1

2 Ry()= 20 cosat ¢ )
Y (t) = X (t)cos(2f ot)) 2

1 1
Sv(f)= ;Sx(f fo+ 3Sc(f + o)

Pour un processus Gaussien:
ergodique) stationnaire, stationnaire sens large



Feuilles de formules (suite)

g Sx(f) = No g Sy (f) = No=2 ; sijfj B
2 V770 ailleurs

> N o . .

' Rx():7() Rx ()= BNygsinc(B )

X (1) = Ny(t) cos(2f o)
afo= 132 et(i=1;2):

No=2 ; siO<f < jfj f
Sx(f): 00 1 JJ 2

ailleurs
SNi (f ) =
Table de quelques ®ries de Fourier exponentielles
g(t)
A 4
A=2 + $
t
2T, To To 2T,
g(t)
— A
t $
. 5
— A | —
g(t)
A
A=2 |
$
\ | t
To To 2T, 3T,
g(t)

NN
/ T/ / T&/ 2TVO/ 3To

V

»

No

0

Gn

Gn

Gn

Gn

TWW AW 0

sijfj
ailleurs

A=2

N, (t) sin(2 f ct)

(fa fp)=2

A=2sind(n=2) ; n60

0

A( j)"sinch=2) ; n60

A (D"
n

; nimpairet n6

1



Feuilles de formules (suite)

Proprees de la Transfornee de Fourier

Oreration o(t) G(f)

Addition au(t) + g2(t) Ga(f) + Ga(f)
Multiplication par scalaire ag(t) aG(f)

Synetrie G(t) o( )

Changement dechelle g(at) %G(%)

Decalage (temporel) gt to) e 12ft oG(f)
Decalage fequentiel g?2f otg(t) G(f fo)

Modulation 29(t) cos(2f ct) G(f fo)+ G(f + fo)
Dierentiation temporelle ) (i2f *G(f)
Dierentiation fequentielle ( j2t)"g@) dndfﬁ”

Fonction conjuglee g (1) G (f)

Convolution temporelle oa(t) 0At) G1(f)Ga(f)
Multiplication temporelle o1 (t)g(t) Gi(f) Go(f)
Treoeme de Parseval T (g (t)dt 1 Gi(f)G,(f )df
Inegration temporelle tl g(x)dx ]GZ(% + @ ()
Fonctions gereratrices P &: 1 ot KkT) P rl]: 1 ﬂ (f n=T)

Table de quelques polynémes de Butterworth

s+1

s +1:414+1

s +2s2+2s+1

s*+2:6133+3:414%2 +2:61Fx+1

s +3:2365% +5:2368° + 5:2365%2 + 3:2365 + 1

S8 +3:864s° + 7:4645* + 9:1425° + 7:4645% + 3:8645 + 1

s’ +4:4945% + 10:10s® + 14:59* + 14:59° + 10:10s2 + 4:494s + 1
s8+5:12657 +13:14s8 +21:855° + 25:69s* +21:855% +13:14s2 +5:1265 + 1

0D 05D 5 5 35 3 3 35
1 1 1 T e B T TR 1|

O~NOOT A WNPE




Feuilles de formules (suite)

Table des transformations spectrales de lItres

changement dechelle R R s=l¢
frequency scaling L L=!¢ 1=l .
. feq. coupure C C=l;
Passe-basa passe-haut R R I'y=s
'vw  feq. coupure L Ceq = 1T ly=
C Leq =7 ch

2 2
Passe-bas a passe- R R sl
bande L Leq= § €en ®rie avecCeq = 3¢
o feq. centrale ° ! Z'B!g
B largeur de bande ¢ Ceq = § en paralele avecleq = 15¢ '
Passe-bas a coupe- R R e
bande L Leg = 35 en paralele avecCeq = 51—
o feq. centrale ° B
B largeur de bande C Leq= C% en erie avecCeq = ?? rz




Feuilles de formules (suite)

Table des fonctions Q() et erf()

L'approximation Q(x) (1 %¥)e x*=2 peut{etre utiliee lorsque x > 2.

x erf(x) Qx) | x erf(x) Qx) | x erf(x) Q(x)
0.00 0 0.5 |1.70 0.9838 0.04457 3.40 1 0.0003369
0.10 0.1125 0.4602 1.80 0.9891 0.03593 3.50 1 0.0002326
0.20 0.2227 0.4207 1.90 0.9928 0.02872 3.60 1 0.0001591
0.30 0.3286 0.3821 2.00 0.9953 0.02275 3.70 1 0.0001078
0.40 0.4284 0.3446 2.10 0.997 0.01786| 3.80 1 7235 10°
0.50 0.5205 0.3085 2.20 0.9981 0.0139 | 3.90 1 4810 10°
0.60 0.6039 0.2743 2.30 0.9989 0.01072 4.00 1 3167 10°
0.70 0.6778 0.242| 2.40 0.9993 0.0081984.10 1 2066 10 °
0.80 0.7421 0.2119 250 0.9996 0.00621] 4.20 1 1335 10 °
0.90 0.7969 0.1841 2.60 0.9998 0.004661 4.30 1 8540 10 °
1.00 0.8427 0.1587 2.70 0.9999 0.003467 4.40 1 5413 10 °
1.10 0.8802 0.1357 2.80 0.9999 0.00255%4.50 1 3398 10°
1.20 0.9103 0.1151 2.90 1 0.001866| 4.60 1 2112 10°
1.30 0.934 0.0968 3.00 1 0.00135]| 4.70 1 1301 106
1.40 0.9523 0.080763.10 1 0.0009676 4.80 1 7933 107
1.50 0.9661 0.066813.20 1 0.00068714.90 1 4792 107
1.60 0.9763 0.0548 3.30 1 0.0004834 5.00 1 2867 10’



Feuilles de formules (suite)

Table de quelques paires de Fourier

T | T T _| T T
__lel———_l |
L T T T T
—RT

B
|
11
|

_1_
|

_

T T

—4T

@/ NvoEm&w =(»b

(t)

(t)

fo)

(f

(f+fo)+ 3

1
2

cos(2f ot)



Feuilles de formules (suite)

sin(2f ot) $ 5 (F+fo) 5 fo)
a2f ot $ (f fo)
t KkT) $ P +(f n=T)
k=1 n=1

Voir ci-dessous pour une repesentation graphique.

1

e du(t); a>0 $ arjofr
e dti; a>0 $ et

te ay(t); a> 0 $ EITY
jtie ¥U: a>0 $ %



