
GEF311B: Signaux et syst�emes

Feuilles de formules

cos� = sin( � + 90� ) 2 cosu cosv = cos(u � v) + cos(u + v)

2 sinu sinv = cos(u � v) � cos(u + v) 2 sinu cosv = sin( u � v) + sin( u + v)

2 sin� cos� = sin(2� ) 2 cos2 � = 1 + cos(2� )

2 sin2 � = 1 � cos(2� ) cos� = ej� + e� j�

2

sin� = ej� � e� j�

2j P = V 2

R = RI 2

E(t) =
Rt

�1 P(� )d� g (t)� (t � t0) = g(t0)� (t � t0)

Rt0+ �
t0 � � � (t � t0)g(t)dt = g(t0) ; 8� > 0

Rt
�1 � (� )d� = u(t)

f (t) � � (t � t0) = f (t � t0) Es =
R1

�1 js(t)j2dt

Ps = lim
T !1

1
T

RT=2
� T=2 js(t)j2dt Ps = 1

T

Ra+ T
a js(t)j2dt

f � g(t) =
R1

�1 f (� )g(t � � )d� sinc(x) , sin( �x )
�x

g(t) =
1P

k= �1
Gkej 2�kt=T

= A0 +
1P

k=1
Ak cos(2�kt=T ) +

1P

k=1
Bk sin(2�kt=T )

= C0 +
1P

k=1
Ck cos(2�kt=T + � k)

Gk = 1
T

R
T g(t)e� j 2�kt=T dt A 0 = G0 = C0 = 1

T

R
T g(t)dt

Ak = 2
T

R
T g(t) cos(2�kt=T )dt ; k = 1; 2; : : : Bk = 2

T

R
T g(t) sin(2�kt=T )dt ; k = 1; 2; : : :

Ak = 2< (Gk) si g(t) est r�eel Bk = � 2= (Gk) si g(t) est r�eel

Ck =
p

A2
k + B 2

k � k =

8
>><

>>:

arctan
�

� B k
A k

�
; si Ak > 0

arctan
�

� B k
A k

�
� � ; si Ak < 0

�
2 signum(� Bk) ; si Ak = 0



Feuilles de formules (suite)

Ck = 2jGk j si g(t) est r�eel � k = \ Gk si g(t) est r�eel

Ak = Ck cos(� k) Bk = � Ck sin(� k)

Pg = C2
0 + 1

2

1P

k=1
C2

k =
1P

k= �1
jGk j2 = A2

0 + 1
2

1P

k=1
(A2

k + B 2
k )

G(f ) =
R1

�1 g(t)e� j 2�f t dt g(t) =
R1

�1 G(f )ej 2�f t df

� (t)  ! 1 1  ! � (f )

1P

n= �1
� (t � nT )  ! 1

T

1P

n= �1
� (f � n=T) X (f ) =

1P

n= �1
X n � (f � n=T)

x(t) =
1P

k= �1
g(t � kT)

= 1
T

1P

n= �1
G(n=T)ej 2�nt=T

 !
1P

n= �1

G(n=T )
T � (f � n=T)

Ex =
R1

�1 	 x (f )df

Px =
R1

�1 Sx (f )df

	 x (f ) =
�
�X (f )

�
�2

Sx (f ) =
1P

n= �1

�
�X n

�
�2

� (f � n=T)

Sx (f ) =
1P

n= �1

�
�X n

�
�2

� (f � f n )

Rx (� ) =
R1

�1 x � (t)x(t + � )dt Rx (� ) = 1
T

R
T x � (t)x(t + � )dt

Rx (� ) = lim
T !1

1
T

RT=2
� T=2 x � (t)x(t + � )dt

	 y(f ) = 	 x (f )jH (f )j2

Sy(f ) = Sx (f )jH (f )j2

Rx (� )  ! 	 x (f ) Rx (� )  ! Sx (f )

Rxy (� ) =
R1

�1 x � (t)y(t + � )dt

S est lin�eaire si
S

�
ax1(t) + bx2(t)

�
= aS

�
x1(t)

�
+ bS

�
x2(t)

�

8a; b2 R et pour tous signauxx1(t); x2(t).



Feuilles de formules (suite)

S est invariant si:
S

�
x(t)

�
= y(t) ) S

�
x(t � t0)

�
= y(t � t0)

8t0 2 R et pour tout signal x(t).

S est causal si:
S

�
x(t)

� �
�
t= t0

= S
�
x(t)u(t0 � t)

� �
�
t= t0

;

8t0 2 R et pour tout signal x(t) (u(0) = 1 dans l'expression ci-dessus).

Pour un syst�eme lin�eaire invariant on a:
causal, h(t) = 0 ; 8t < 0 EBRB stable ,

R1
�1 jh(t)jdt < 1

Bn (s) Bn (� s) = 1 +
�

s
j

� 2n

jHn (j! )j2 = 1
1+ ! 2n est une fonction monotonique d�ecroissante de! > 0.

! � 1 ) 10 log10 jHn (j! )j2 � � 20n log10(! ) � � 6:0206n log2(! )

n = 1
2

log(G2
0=G2

1 � 1)� log(G2
0=G2

2 � 1)
log(! 1 )� log( ! 2 ) ! c = ! i

2n

s
G 2

0
G 2

i
� 1

, i = 1 ou 2

P(AB ) = P(AjB)P(B) = P(B jA)P(A)
� n

k

�
= n!

k!(n� k)!

FX (x) = P(f X � xg) =
Rx

�1 pX (� ) d� p X (x) = dFX (x)
dx

P(x1 < X � x2) =
Rx2

x1
pX (x)dx pX (x) = 1

�
p

2�
e� (x � m)2=2� 2

Q(� ) = 1p
2�

R1
� e� � 2=2d�

= 1
2

h
1 � erf

�
�p
2

�i

= 1 � Q(� � )

erf(� ) = 2p
�

R�
0 e� � 2

d�
= 1 � 2Q(

p
2� )

P(X > x ) = Q
�

x� m
�

�
P(x1 < X � x2) = Q

�
x1 � m

�

�
� Q

�
x2 � m

�

�

P(X � x) = Q( m� x
� ) dQ(x)

dx = � 1p
2�

e� x2=2

pX (x) =
R1

�1 pXY (x; y)dy pX (xjY = y) = pX jY (x; y) = pXY (x;y )
pY (y)

X; Y sont ind�ependantes, pXY (x; y) = pX (x)pY (y)



Feuilles de formules (suite)

Y = aX + b ) pY (y) = 1
jaj pX ( y� b

a ) E[X ] =
R1

�1 x pX (x) dx = X

Var(X ) =
R1

�1 (x � X )2 pX (x) dx

= (X � X )2 = X 2 � X
2 E

h NP

n=1
anX n

i
=

NP

n=1
anE[X n ] = X � aT r

� X = Cov
h
X T r � X

i
Var(X � aT r ) = a � � X � aT r

Cov(X; Y ) = E
h
(X � X )(Y � Y)

i

= XY � �X �Y
X; Y sont d�ecorr�el�ees si Cov(X; Y ) = 0

X; Y sont ind�ependantes) X; Y sont d�ecorr�el�ees , E[XY ] = E[X ]E[Y]

pX (x ) = 1
(2� )N= 2 j � X j1=2 exp

�
� 1

2(x � X ) � � � 1
X � (x � X )T

�

mX (t) , E (X (t)) � fonction de moyenne deX (t)
R X (t1; t2) , E

�
X (t1)X (t2)

�
� fonction

d'autocorr�elation de X (t)

ergodique) stationnaire ) stationnaire dans le sens large,
�

E (X (t)) = mX

E(X (t1)X (t2)) = R X (t2 � t1)

R X (0) � puissance moyenne AC + DC
=

R1
�1 SX (f )df

lim
� !1

R X (� ) = m2
X � puissance moyenne DC (dans

le cours 311 seulement)

lim
" ! 0+

R"
� " SX (f ) df � puissance moyenne DC R X (� ) = L X (� ) + m2

X

SX (f ) = F
�
R X (� )

�
SY (f ) = SX (f )jH (f )j2

mY = mX H (0)

= mX

Z 1

�1
h(t)dt

Y(t) = a X (t) )

(
R Y (� ) = a2 R X (� )

SY (f ) = a2 SX (f )

Y(t) = X (t) cos(2�f 0t) )

8
><

>:

R Y (� ) =
R X (� )

2
cos(2�f 0� )

SY (f ) =
1
4

SX (f � f 0) +
1
4

SX (f + f 0)

Pour un processus Gaussien:
ergodique) stationnaire , stationnaire sens large



Feuilles de formules (suite)

8
><

>:

SX (f ) =
N 0

2

R X (� ) =
N 0

2
� (� )

8
<

:
SX (f ) =

�
N 0=2 ; si jf j � B
0 ; ailleurs

R X (� ) = BN 0sinc(2B� )

SX (f ) =
�

N 0=2 ; si 0< f 1 < jf j � f 2

0 ; ailleurs

X (t) = N1(t) cos(2�f ct) � N2(t) sin(2�f ct)
o�u f c = f 1+ f 2

2 et (i = 1; 2):

SN i (f ) =
�

N 0 ; si jf j � (f 2 � f 1)=2
0 ; ailleurs

Table de quelques s�eries de Fourier exponentielles

� 2T0 � T0 T0 2T0

A=2

A

t

g(t)

$ Gn =

8
<

:

A=2 ; n = 0

� A=2 sinc2(n=2) ; n 6= 0

� T0
2

T0
2

T0 3T0
2

� A

A

t

g(t)

$ Gn =

8
<

:

0 ; n = 0

A(� j )n sinc(n=2) ; n 6= 0

� T0 T0 2T0 3T0

A=2

A

t

g(t)

$ Gn =

8
>>>><

>>>>:

0 ; n impair et n 6= � 1

A=4 ; n = � 1

A ( � 1) n= 2

� (1 � n 2 ) ; n pair

� T0 T0 2T0 3T0

� A

A

t

g(t)

$ Gn =

8
<

:

0 ; n = 0

jA
n� ; n 6= 0



Feuilles de formules (suite)

Propri�et�es de la Transform�ee de Fourier

Op�eration g(t) G(f )

Addition g1(t) + g2(t) G1(f ) + G2(f )

Multiplication par scalaire ag(t) aG(f )

Sym�etrie G(t) g(� f )

Changement d'�echelle g(at) 1
jaj G( f

a )

D�ecalage (temporel) g(t � t0) e� j 2�f t 0 G(f )

D�ecalage fr�equentiel ej 2�f 0 t g(t) G(f � f 0)

Modulation 2g(t) cos(2�f ct) G(f � f c) + G(f + f c)

Di��erentiation temporelle dk g( t )
dt k (j 2�f )k G(f )

Di��erentiation fr�equentielle ( � j 2�t )n g(t) dn G(f )
df n

Fonction conjugu�ee g� (t) G� (� f )

Convolution temporelle g1(t) � g2(t) G1(f )G2(f )

Multiplication temporelle g1(t)g2(t) G1(f ) � G2(f )

Th�eor�eme de Parseval
R1

�1 g1(t)g�
2 (t)dt

R1
�1 G1(f )G�

2(f )df

Int�egration temporelle
Rt

�1 g(x)dx G(f )
j 2�f + G(0)

2 � (f )

Fonctions g�en�eratrices
P 1

k= �1 g(t � kT )
P 1

n = �1
G

�
n=T

�

T � (f � n=T)

Table de quelques polynômes de Butterworth

n = 1 s + 1
n = 2 s2 + 1 :414s + 1
n = 3 s3 + 2s2 + 2s + 1
n = 4 s4 + 2 :613s3 + 3 :414s2 + 2 :613s + 1
n = 5 s5 + 3 :236s4 + 5 :236s3 + 5 :236s2 + 3 :236s + 1
n = 6 s6 + 3 :864s5 + 7 :464s4 + 9 :142s3 + 7 :464s2 + 3 :864s + 1
n = 7 s7 + 4 :494s6 + 10:10s5 + 14:59s4 + 14:59s3 + 10:10s2 + 4 :494s + 1
n = 8 s8 + 5 :126s7 + 13:14s6 + 21:85s5 + 25:69s4 + 21:85s3 + 13:14s2 + 5 :126s+ 1



Feuilles de formules (suite)

Table des transformations spectrales de �ltres

changement d'�echelle
frequency scaling
! c � fr�eq. coupure

R ! R
L ! L=! c

C ! C=! c

s ! s=! c

! ! !=! c

Passe-bas �a passe-haut
! H � fr�eq. coupure

R ! R
L ! Ceq = 1

! H L

C ! L eq = 1
! H C

s ! ! H =s
! ! � ! H =!

Passe-bas �a passe-
bande
! o � fr�eq. centrale
B � largeur de bande

R ! R
L ! L eq = L

B en s�erie avecCeq = B
! 2

o L

C ! Ceq = C
B en parall�ele avec L eq = B

! 2
o C

s ! s2 + ! 2
o

sB

! ! ! 2 � ! 2
o

!B

Passe-bas �a coupe-
bande
! o � fr�eq. centrale
B � largeur de bande

R ! R
L ! L eq = BL

! 2
o

en parall�ele avec Ceq = 1
BL

C ! L eq = 1
CB en s�erie avecCeq = CB

! 2
o

s ! sB
! 2

o + s2

! ! !B
! 2

o � ! 2



Feuilles de formules (suite)

Table des fonctions Q( ) et erf( )

L'approximation Q(x) � 1
x

p
2�

(1 � 0:7
x2 )e� x2=2 peut{être utilis�ee lorsque x > 2.

x erf(x) Q(x) x erf(x) Q(x) x erf(x) Q(x)
0.00 0 0.5 1.70 0.9838 0.04457 3.40 1 0.0003369
0.10 0.1125 0.4602 1.80 0.9891 0.03593 3.50 1 0.0002326
0.20 0.2227 0.4207 1.90 0.9928 0.02872 3.60 1 0.0001591
0.30 0.3286 0.3821 2.00 0.9953 0.02275 3.70 1 0.0001078
0.40 0.4284 0.3446 2.10 0.997 0.01786 3.80 1 7:235� 10� 5

0.50 0.5205 0.3085 2.20 0.9981 0.0139 3.90 1 4:810� 10� 5

0.60 0.6039 0.2743 2.30 0.9989 0.01072 4.00 1 3:167� 10� 5

0.70 0.6778 0.242 2.40 0.9993 0.008198 4.10 1 2:066� 10� 5

0.80 0.7421 0.2119 2.50 0.9996 0.00621 4.20 1 1:335� 10� 5

0.90 0.7969 0.1841 2.60 0.9998 0.004661 4.30 1 8:540� 10� 6

1.00 0.8427 0.1587 2.70 0.9999 0.003467 4.40 1 5:413� 10� 6

1.10 0.8802 0.1357 2.80 0.9999 0.002555 4.50 1 3:398� 10� 6

1.20 0.9103 0.1151 2.90 1 0.001866 4.60 1 2:112� 10� 6

1.30 0.934 0.0968 3.00 1 0.00135 4.70 1 1:301� 10� 6

1.40 0.9523 0.080763.10 1 0.0009676 4.80 1 7:933� 10� 7

1.50 0.9661 0.066813.20 1 0.0006871 4.90 1 4:792� 10� 7

1.60 0.9763 0.0548 3.30 1 0.0004834 5.00 1 2:867� 10� 7



Feuilles de formules (suite)

Table de quelques paires de Fourier

$

$

$

� (t) $ 1

1 $ � (f )

cos(2�f 0t) $ 1
2 � (f + f 0) + 1

2 � (f � f 0)



Feuilles de formules (suite)

sin(2�f 0t) $ j
2 � (f + f 0) � j

2 � (f � f 0)

ej 2�f 0 t $ � (f � f 0)

1P

k= �1
� (t � kT ) $

1P

n = �1

1
T � (f � n=T)

Voir ci-dessous pour une repr�esentation graphique de cette derni�ere.

 !

e� at u(t); a > 0 $ 1
a+ j 2�f

e� aj t j ; a > 0 $ 2a
a2 +4 � 2 f 2

te� at u(t); a > 0 $ 1
(a+ j 2�f )2

jt je� aj t j ; a > 0 $ 2(a2 � 4� 2 f 2 )
(a2 +4 � 2 f 2 )2


